CAPITULO 3: NEWTON

Newton: derivadas, integrales y sistemas dinamicos

Como hemos podido ver en el video, Newton consiguio calcular la recta tangente a una curva
en un punto y, con ello, creé nada mas y nada menos que el calculo diferencial. Introdujo
dos nuevas operaciones matematicas, la derivaday la integral, que permitirian estudiar el
funcionamiento de una funcién: pendiente, crecimiento, areas y volumenes...

Pero, ;qué es la derivada? Geométricamente representa la pendiente de la recta tangente a
una funcion en un punto. Graficamente es parecida a la tasa de variacion media, que también
permite estudiar la pendiente de la recta que pasa por dos puntos de una curva. Si f es la
funcidn de la curva, y f(a) y f(b) dos puntos de la misma, se define de la siguiente manera:
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Representacién derivada en punto ¢ Representacion TVM en intervalo [a,b]

La derivada ofrece también informacién de la tasa de variacidn, pero en vez de la media en
toda la curva, de un instante concreto. Partiendo de la TVM, si hacemos cada vez mas
pequeno el intervalo [a,b], hasta casi convertirlo en un punto, nos aproximamos a la derivada
en ese punto.

Tanto la derivada como la tasa de variacién media representan la pendiente de una funcién
y por tanto nos sirven para estudiar su crecimiento. Estudiando el valor de esta pendiente
podemos saber en qué intervalos crece y en cuales decrece la funcién.

Propuesta de actividad manipulativa

Estas herramientas introducidas por Newton son muy Utiles a la hora de estudiar sistemas
dinamicos, es decir, aquellos cuyas magnitudes (posicidn, velocidad, fuerza...) evolucionan a
lo largo del tiempo.

La siguiente actividad consiste en simular el comportamiento dinamico de una poblacién de
conejos y una de zorros. En ella, estudiaremos el crecimiento o decrecimiento del numero
de cada una de las especies con el paso del tiempo y lo representaremos en una grafica, con
el fin de poder estudiar como varia.
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En este ejemplo se utilizaran unas funciones simples que no representan un caso real de
especies en nuestro ecosistema, sino una situacion en la que las poblaciones sélo crecen.

Las condiciones del ecosistema son las siguientes:

De acuerdo a las condiciones concretas del habitat nuestros animales se reproduciran de una
forma determinada. Ademas, se introducira también la alimentacion de los zorros (de los
conejos no se especifica nada porque se alimentan de hierba, que consideraremos que nunca
se agota).

- Cada mes, nacen 2 zorros mas.
- El numero de conejos, que tienen una reproducciéon mayor, se duplica cada mes.

- Después de los pasos anteriores, que Lllamaremos fase de reproduccién, cada zorro
se comera un conejo.

Podemos realizar el experimento con judias blancas (que representen a los conejos) y judias
pintas (que representen a los zorros). Asi, cada mes anadiremos dos judias pintas a la
poblacién de zorros, y duplicaremos las judias blancas, quitando después tantas judias
blancas como pintas haya.

Paralelamente se realizara la toma de datos. Con el paso de cada mes, después de haber
realizado el ajuste en las poblaciones con las judias, se procedera al recuento de especies,
para incorporarlas en una tabla. En esta tabla debera aparecer la cantidad de zorros y conejos
al final de cada mes.

Una vez que tenemos la toma de datos de un ano completo, es decir, después de repetir doce
veces el ciclo de ajuste de poblaciones que se explico arriba, elaboraremos una grafica. En
esta grafica apareceran dos curvas superpuestas, una de zorros y una de conejos, que
permiten ver la diferencia de evolucion de cada una de las poblaciones.

Finalmente se estudiaran estas funciones. En concreto, se calculara la tasa de variacién
media de diferentes intervalos de tiempo, y se observara cémo y en qué momentos crece
cada una de ellas. Deberemos formular a los alumnos preguntas del estilo de:

- ¢Cual ha sido la tasa de variacion media general, entre enero y diciembre de cada
especie?

- ¢Cual ha sido la tasa de variacion media en los tres primeros meses? ;coincide con
la general? Hacer los calculos para las dos especies.
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¢La tasa de variacion media de los tres primeros meses en los conejos coincide con
la de los tres ultimos? ;Y en los zorros?

¢Qué poblacion crece mas deprisa, la de zorros o la de conejos?

Para hacer la actividad mas interesante, se estudiaran tres casos diferentes, que dependen
de la cantidad inicial de animales de nuestro ecosistema:

CASO I: 2 zorros - 6 conejos
Realizar el experimento completo y estudiar las preguntas planteadas anteriormente
CASO Il: 2 zorros - 5 conejos

Antes de realizar el experimento, ;qué sucedera al quitar un conejo en la cantidad
inicial? Comparar estas intuiciones iniciales con los resultados obtenidos realizando
el experimento y después de contestar las preguntas modelo que se contestaron para
el caso I.

CASO Ill: 2 zorros - 7 conejos

Similarmente al caso anterior, antes de comenzar el experimento, jqué creéis que
sucedera? ;Qué ha pasado realmente?

Resultado:

La poblacion de zorros sigue siempre un crecimiento lineal. Sin embargo la poblacion de
conejos varia en los tres casos distintos estudiados:

En el primer caso, con una poblacién inicial de 6 conejos, estos seguirian, al igual
que los zorros, una funcion lineal. Esto quiere decir que ambos crecen con igual
velocidad, dos nuevos miembros mas cada mes.

En el sequndo caso, para una poblacion inicial de 5 conejos, éstos empiezan a
extinguirse pasado el quinto mes. Si se forman cantidades con las judias pronto se
quedan a cero, por lo que los conejos desapareceran. Y en realidad, teniendo en
cuenta que desaparece el alimento de los zorros, estos también desaparecerian.

Por dltimo, si aumentamos la poblacion inicial a 7 conejos, éstos seguirian una
funcion exponencial y enseguida aumentarian su poblacion desorbitadamente en
comparacién con los zorros. Pronto habra que abandonar el experimento de las judias
porque no tendremos suficientes para anadirlas al ecosistema.

Una buena forma de estudiar estos casos seria utilizar una tabla Excel.

Para ello haremos dos columnas, una para la cantidad de zorros y otra para la de los conejos.
Si tenemos en la celda A3 los zorros iniciales, y en la celda B3 los conejos iniciales, las
formulas utilizadas en la fila siguiente seran las siguientes:
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A B
CASO |
Zorros conejos
2 6
=A3+2 =B3*2-A4
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- Los zorros aumentan en dos cada mes: =A3+2
- Los conejos se duplican y luego se restan tantos como zorros haya: =B3*2-A4

Podemos después arrastrar la férmula a las filas siguientes, y Excel realizara los calculos
para cada paso en funcién de los valores de la fila anterior.

CASO | CASO I CASO 1l
zorros conejos zorros conejos Zorros conejos
2 6 2 5 2 7
4 8 4 6 4 10
6 10 6 6 6 14
8 12 8 4 8 20
10 14 10 -2 10 30
12 16 12 -16 12 48
14 18 14 -46 14 82
16 20 16 -108 16 148
18 22 18 -234 18 278
20 24 20 -488 20 536
22 26 22 -998 22 1050
24 28 24 -2020 24 2076

En estas tablas, realizadas con Excel, vemos como los conejos en el caso Il descienden de
forma muy rapida, hemos dejado valores negativos para poder observar la evolucidn de las
graficas, a pesar de que en un modelo real no podriamos tener poblaciones de conejos
negativas.
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Si calculamos la Tasa de Variacién Media de cada uno de los casos, vemos como en las
funciones lineales., las graficas representadas por lineas rectas, siempre es creciente con
igual tasa de variacion media (o derivada constante), de valor 2.

Sin embargo, en las funciones exponenciales, aquellas que representan curvas crecientes o
decrecientes, depende de cuanto tiempo ha pasado desde el inicio del ecosistema. A mayor
tiempo, mayor Tasa de Variacién Media, y mayor crecimiento. Asi mismo, en los casos en que
la poblacion de conejos empieza a decrecer puede observarse que el valor de la Tasa de
Variacién Media es negativo.

En la naturaleza hay muchos ejemplos en los que las poblaciones se rigen por modelos de
este estilo. En matematicas las ecuaciones que definen estos modelos se llaman ecuaciones
diferenciales, en las que aparecen, ademas de las operaciones habituales, derivadas de las
variables. En estos modelos el crecimiento de una poblacion depende de la cantidad de
miembros de la poblacién y también de la tasa de variacién instantanea de dicha poblacion,
es decir, la derivada.
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Conclusiones:

En este ejemplo puede observarse como una pequena variacion de la poblacidn inicial de las
dos especies modifica notablemente la evolucion de cada una de ellas. Este tipo de sistemas
dinamicos, tan sensibles a pequenas variaciones de las condiciones iniciales, son los que se
estudian en la Teoria del Caos. Esta teoria es ampliamente conocida por la idea del efecto
mariposa, que senala que el simple aleteo de una mariposa puede ser la causa de un huracan
en la otra parte del mundo.

Modelo de Lodka-Volterra

El ejemplo estudiado era un caso ficticio, en el que, como se vio, en muchos casos la
poblacién de conejos y zorros crece ilimitadamente. Obviamente este caso no podria darse
en la realidad. Si existe, sin embargo, un modelo de sistema dinamico de depredador-presa,
concebido por dos matematicos, Alfred J. Lotka y Vito Volterra, entre 1925 y 1926, y basado
en ecuaciones diferenciales. Lo curioso de estos modelos es que siempre concluyen en una
grafica periddica, es decir, que las poblaciones aumentan y disminuyen alternativamente a
lo largo del tiempo.

Veamos un ejemplo. Queremos estudiar la poblacion de zorros y conejos. Los zorros se
alimentan de conejos y los conejos de hierba, y de nuevo consideramos que la hierba nunca
se agota.

- Cuando hay muchos conejos, la poblacién de zorros aumenta porque el alimento es
abundante.

- Sin embargo, cuando hay demasiados zorros, la poblacidon de conejos empezara a
disminuir, ya que a mayor cantidad de zorros, mayor cantidad de comida (conejos)
necesitan para vivir.

- Asi llegara un punto en que los zorros no tendran comida suficiente, y su poblacion
disminuira.

- Este hecho favorecera de nuevo al crecimiento de la poblacién de conejos, llegando
de nuevo al inicio de nuestro problema.

Como puede observarse se producen ciclos de crecimiento y decrecimiento de ambas
poblaciones, dando lugar al comportamiento periédico mencionado.

Poblacidn de conejos(verde) ¥ zomosirojo) en funcidn del fiempo
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